Variante: Eine multilineare Abbildung : V" — W heisst antisymmetrisch, wenn gilt

Yor,...,v. € Vo €S, o(Us1,-.., V) : o(v1, .., ).

Proposition: (a) Es gilt immer alternierend = antisymmetrisch.

(b) Ist 1+ 1+ 0in K, so gilt antisymmetrisch < alternierend.

(c) Ist 1+1=0in K, so gilt antisymmetrisch < symmetrisch.

Der Begriff ,antisymmetrisch* ist daher weniger wichtig als die tibrigen.
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Proposition: (Funktorialitit) Lineare Abbildungen f: V' — V und g: W — W' induzieren lineare
Abbildungen -
Symi (VW) — Symj(V/, W), Ve x-Zs W
ALt (VW) — Al (V! W),

@ = gopol(fx...xf). ﬁT IZT /// iq\
\/‘Jc ,,x\/)“—-) LJ{

@_a?o(fz z-f)

Erinnerung:

Proposition: Betrachte Basen B; von V; sowie C' von W. Betrachte ein System von Koef‘ﬁzienter@

.....

fiir alle b; € B; und ¢ € C' mit der Eigenschaft Vb; € B;: |{c € CJ—O‘il,---Jn # 0}| < co. Dann existiert

genau eine multilineare Abbildung ¢: Vi X ... x V., — W, so dass fiir alle b; € B; gilt:
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Proposition: Betrachte Basen B von V und C von W, sowie eine multilineare Abbildung ¢: V" — W

mit Koeffizienten o, € K wie in §12.1. Dann ist  symmetrisch genau dann, wenn gilt
r - _— _

.....

Vb; € BVYce C' Vo €5,: O‘ggl,l..,b = 0451,.4. : \_/

or

Dagegen ist ¢ alternierend genau dann, wenn gilt

r~ Ve
Vo e S, |ap = sen(o) - af und

Vb, € BVee C: " , ,Lbol """ by = S8000) - 05, b | 4
) (@41 =b) o =0

Im Spezialfall » = 2 bedeutet dies, dass fiir jedes ¢ € C die Matrix A, := (a§, ;, )b, bep Symmetrisch ist,
bzw. antisymmetrisch mit Diagonale Null.
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Proposition:

. Y B
dim c Sym’, (V, W) = (dlmK(V r) +r 1) - dime (W),
3 Y
dimg Alth(V, W) = (dlmf; v )) - dimy (W),
B - X — XS (v 1)
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Folge: Fiir alle r > dimg (V) gilt Aty (V, W) = 0. ((1,\_?"7 (+,,_7/:fé‘§ (diq,,7,/'.,-) &0 k/
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Beispiel: Die k-te Ableitung einer C*-Funktion R™® — R™ ist eine symmetrische multilineare Abbildung
(R")* — R™; ihre Koeffizienten sind die partiellen Ableitungen der Ordnung k.
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Beispiel: Die Determinante induziert eine von Null verschiedene alternierende multilineare Abbildung

(K")" = K, (v1,...,0,) — det((v1,...,0,)).

Aus Dimensionsgriinden bildet diese eine Basis von Alt) (K", K).

Satz: Fiir jeden Endomorphismus f eines K-Vektorraums V' der Dimension n < oo und jedes ¢ €
Al (V, K) gilt

po(fx...xf) = det(f)-e.

Bemerkung: Damit kann man die Determinante alternativ und basisfrei konstruieren.
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12.3 Tensorprodukt

Betrachte zwei K-Vektorrdume V; und V5.

Definition: Ein Tensorprodukt von Vi und V5 tiber K besteht aus einem K-Vektorraum V und einer

bilinearen Abbildung x: Vi x Vo — V mit der universellen Eigenschaft:

Fiir jeden K-Vektorraum W und jede bilineare Abbildung ¢: Vi x Vo — W existiert genau eine lineare
Abbildung 7: V — W mit B o k = ¢, das heisst, so dass das folgende Diagramm kommutiert:
stk = b AL S A A bl A

Proposition: Ein Tensorprodukt ist eindeutig bis auf eindeutige Isomorphie, mit anderen Worten: Ist
sowohl (V, k) wie (V’, ') ein Tensorprodukt von V; und Vi, so existiert ein eindeutiger Isomorphismus

—_—

i: V5V mitiok =« das heisst, so dass das folgende Diagramm kommutiert: ~
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